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Circuitos Lógicos



1. FUNCIONES LÓGICAS:


Dadas dos proposiciones A y B que pueden ser verdaderas (V) o falsas (F) y relacionadas entre sí mediante conectivos lógicos (O, Y, etc.) se trata de determinar si la proposición resultante es verdadera o falsa.

( Función O (OR):  C = A + B  que se lee C igual A “O” B , significa que la propo​sición C es verdadera cuando A  o B o ambas lo son.

( Función Y (AND):  D = A . B  que se lee D igual A “Y” B , significa que la propo​sición D es verdadera únicamente cuando ambas, A y B lo son.


Estas expresiones quedan más claramente definidas por la “tabla de verdad” que consiste en expresar el valor de verdad de la función, o sea explicitar para cada combinación de las variables si la función es verdadera o falsa.


Tabla 2.1: Funciones lógicas elementales

	A
	B
	C=A+B
	D=A.B
	E=A(+)B

	F
	F
	F
	F
	F

	F
	V
	V
	F
	V

	V
	F
	V
	F
	V

	V
	V
	V
	V
	F



La última función indicada en la tabla se llama “O exclusiva” que es verdadera sólo si una de las proposiciones, A o B lo son  (no ambas).

( Función NO (NOT):  H = G’  que se lee H igual a “NO” G , significa que H es verdadera si G es falsa y viceversa.


Tabla 2.2: Función complemento

	G
	H

	F
	V

	V
	F


Estas son las funciones lógicas elementales, a partir de ellas es posible determinar el valor de verdad de proposiciones más complejas.

2. CIRCUITOS DE CONMUTACIÓN:


Podemos observar en las figuras que siguen que los circuitos gobernados por interruptores conectados en serie, paralelo o combinados, se comportan de manera similar a las funciones lógicas.


En la primera conexión la lámpara brillará si A o B o ambas llaves están pulsadas (función “O”); en la segunda, se requiere que ambas llaves estén pulsadas (función “Y”) y en la tercera, si se pulsa H se apaga la lámpara y si se suelta se enciende (función “NO”).


Figura 2.1: Circuito de Encendido con Interruptores Serie, Paralelo e Inversor.


Trabajaremos con variables bivaluadas esto es, que pueden adoptar sólo dos valores (principio del tercero excluido), a los que haremos corresponder los dígitos “0” y “1” del sistema binario, de modo tal que cuando la variable lógica sea verdad le asignaremos el “1” y cuando sea falsa el “0”.


Cuando estas funciones sean representadas o construidas con circuitos electrónicos, sus valores se corresponderán con dos valores de tensión, que tendrán - en general - ciertos márgenes de tolerancia cada uno. 


Si al mayor valor se le asigna el “1” y al menor el “0” se hablará de lógica positiva y si la asignación fuera al revés, la lógica se diría negativa.



Salvo expresa indicación en contrario, operaremos con lógica positiva, con lo que los términos “verdad”, “1” y “H” (High = alto) serán equivalentes entre sí y corresponderán al valor alto de la tensión en los circuitos digitales. Lo mismo con los términos “falso”, “0” y “L” (Low = bajo), que serán equivalentes entre sí y a los que corresponderá el menor valor de la tensión de salida de los circuitos.

3. ÁLGEBRA DE BOOLE:


Fue introducida por George Boole en 1854 en su trabajo “An Investigation of the Laws of Thought”. En 1938, Shannon  advirtió que era adecuada para la síntesis de circuitos mediante relés. Hoy constituye el fundamento matemático del diseño lógico de autómatas.

Definición 1:  Una operación binaria sobre un par ordenado de elementos  de un conjunto, determina un único elemento. Si este elemento pertenece también al conjunto, entonces se dice que la operación binaria satisface la propiedad de clausura.
Definición 2: Un sistema algebraico integrado por un conjunto B de elementos {a, b,...} y dos operaciones binarias “+” y “.” que satisface la propiedad de clausura, se dice que es un álgebra de Boole, si se satisfacen los siguientes postulados:

P1) Las operaciones “+” y “.” son conmutativas:


a + b = b + a



a . b = b . a


( a, b  ( B

P2) Cada operación es distributiva respecto a la otra:


a . (b + c) = (a . b) + (a . c)

a + (b . c) = (a + b) . (a + c)   ( a, b, c  ( B

P3) Existen 2 elementos  identidad “0” y “1” respecto a “+” y “.”   /


a + 0 = a



a . 1 = a


(  a  ( B

P4)  ( a ( B  ( a’ ( B  /:


a + a’ = 1



a . a’ = 0


Este conjunto de postulados es uno de los tantos que podrían usarse para describir un álgebra de Boole.


A partir de ellos es posible probar los siguientes teoremas:


a + a = a


a . a = a


Idempotencia


a + 1 = 1


a . 0 = 0


Elementos unidad y nulo




(a’)’ = a




Involución


a + (a . b) = a

a . (a + b) = a

Absorción


a + (b + c) = (a + b) + c
a . (b . c) = (a . b) . c
Leyes Asociativas


(a + b)’ = a’ . b’

(a . b)’ = a’ + b’

Leyes de De Morgan


Se ve ahora que los circuitos lógicos y los de conmutación constituyen simplemente un álgebra de Boole en que el conjunto B está integrado únicamente por dos elementos “0” y “1”. Para demostrarlo se debe recurrir a las definiciones de las funciones “O”, “Y” y “NO” y verificar que se cumplen los postulados del álgebra de Boole.


Podemos probar además los teoremas por exhaución, esto es construyendo la tabla de verdad para cada función y verificando las igualdades.


Los dispositivos (en nuestro caso, electrónicos) que efectúan las funciones elementales lógicas, se denominan puertas o compuertas.

4. Símbolos:


Los más utilizados son los desarrollados en conjunto por el ANSI (American National Standard Institute) y el IEEE (Institute of Electrical and Electronic Engineers), cuya versión más reciente es el denominado IEEE Standard Graphic Symbols for Logic Functions o ANSI/IEEE Std 91-1984 , que debe usarse en todos los diagramas del Dpto. de Defensa de los EE.UU. y que es compatible con el estándar 617 del IEC (International Electrotechnical Commission). Esta norma da cabida a dos tipos diferentes de símbolos para las compuertas lógicas. Uno denominado símbolos de forma distintiva, corresponde a los utilizados por la industria digital durante muchos años y aún en el presente y se caracteriza por asignar símbolos con forma distinta a cada tipo de compuerta (Y/O/NO). Esta representación es adecuada para los elementos simples (compuertas), pero es inadecuado ya que proporciona poca información, para representar dispositivos más complejos (flip-flops, contadores, multiplexores, etc.). Por ello parece existir una tendencia - y en este sentido apunta la recomendación ANSI/IEEE - a utilizar los denominados símbolos de forma rectangular, que representa todas las compuertas mediante un rectángulo, con una etiqueta en su interior que indica su tipo.

Figura 2.3: Símbolos Lógicos ANSI/IEEE y sus tablas de verdad


Los nuevos símbolos utilizan un pequeño triángulo 
      en lugar del redon​de​lito para indicar la inversión del nivel lógico en las entradas o salidas. 


La presencia o ausencia de este triángulo, indica además, si la entrada o salida es activa en nivel BAJO  (LOW) o ALTO (HIGH). 


Dentro del rectángulo, se indica la relación lógica entre las entradas y la salida. Así, EL “1” dentro del rectángulo del inversor, indica que es un dispositivo de una sola entrada y el triángulo en la salida indica que irá a un estado activo en BAJO, cuando la entrada se encuentre en su estado activo en ALTO. El ampersand (& = Y) de la puerta AND, indica que la salida estará en su estado activo ALTO cuando todas las entradas estén en su estado activo en ALTO. Por su parte el “(1“ de la puerta OR, indica que la salida irá a su estado activo en ALTO cuando una o más entradas se encuentren en su estado activo ALTO.


El estándard ANSI/IEEE permite representar los elementos de mayor escala, de manera más simple y precisa y contiene un rico conjunto de conceptos, como agrupamiento de bits, bloques de control común y notación de dependencia, lo cual permite que parte o toda la función del elemento lógico se exhiba en el mismo símbolo.


Existen otros estándares tales como DIN 40700 y DIN 41785, utilizados en Europa y menos difundidos, pero en general se tiende a la norma del IEEE.

5. FUNCIONES DE VARIABLES BIVALUADAS:


En el campo de las funciones analíticas, el número de funciones de una variable es al menos, infinito. En cambio las funciones de variables digitales son contables.

Funciones de una variable: dado que una variable binaria A puede asumir sólo 2 valores distintos, cualquier posible función de ella, será alguna de las indicadas en la tabla 2.3.

Tabla 2.3: Funciones de una variable bivaluada.

	A
	f1
	f2
	f3
	f4

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


f1 = 0

f2 = A

f3 = A’

f4 = 1

Funciones de 2 variables bivaluadas: en este caso el número de funciones posibles es de 16. Con algunas de ellas ya nos familiarizamos en hojas anteriores.

Tabla 2.4: Funciones de 2 variables binarias.

	A
	B
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	f10
	f11
	f12
	f13
	f14
	f15
	f16

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	1



Podemos verificar fácilmente que:


f1 = 0
     

f2 = AB
 
f3 = AB’      

f4 = A’B
    


f5 = (A+B)’
     
f6 = A       

f7 = B      

f8 = (A ( B)’


f9 = A ( B    

f10 = B’    

f11 = A’    

f12 = A + B 

  
f13 = A + B’   

f14 = A’ + B    
f15 = (AB)’    

f16 = 1


En general existen 

funciones diferentes de n variables. Así, existen 256 funciones de 3 variables,  65536 de 4 variables, etc.

6. FORMAS CANÓNICAS:


Una función cualquiera de variables bivaluadas puede expresarse ya sea mediante una relación algebraica: F = F(A,B,C,...) o por exhaución mediante la tabla de verdad. Este último método se complica si el número de variables es grande, ya que el número de renglones de la tabla de verdad es 2n, siendo n el número de variables. A veces se indican sólo los “1’s” o los “0’s” de la tabla de verdad, con lo cual el tamaño de ésta se reduce. 


La función se dice que está expresada en forma canónica o estándar, si todos sus términos contienen la totalidad de las variables (en forma normal o complementada). 

Si la función tiene la forma de suma de productos, cada uno de éstos se llama producto canónico o “mintérmino” y la función se dice expresada en la primera forma canónica. Si la forma es de producto de sumas, entonces la función está expresada en la segunda forma canónica y cada sumando se llama suma canónica o “maxtérmino”.


Para llevar una función no estandarizada a las formas canónicas, el método consiste en multiplicar cada sumando (para la primera forma) por términos del tipo (A+A’) en las variables faltantes o bien,  sumar en cada multiplicando (para la segunda forma) términos del tipo AA’ en las variables faltantes. 

Ejemplo  2.1:

Dada la función lógica  F(A,B,C,D) = (A’+BC) (B+CD) expresarla en las formas estándar.

Primera forma canónica:


F = A’B+A’CD+BC+BCD = A’B+A’CD+BC(1+D) = A’B + A’CD + BC

en el primer sumando faltan las variables C y D, en el segundo falta B y en el tercero faltan A y D, entonces:

F = A’B(C+C’)(D+D’) + A’CD(B+B’) + BC(A+A’)(D+D’) = A’BCD + A’BC’D + A’BCD’ +  A’BC’D’+ A’BCD + A’B’CD + ABCD + ABCD’ + A’BCD + A’BCD’  =

F =A’B’CD+A’BC’D’+A’BC’D+A’BCD’+A’BCD+ABCD’+ABCD 

Segunda forma canónica:

F = (A’+B)(A’+C)(B+C)(B+D) =

= (A’+B+CC’+DD’)(A’+C+BB’+DD’)(B+C+AA’+DD’)(B+D+AA’+CC’) = 

= (A’+B+C+D)(A’+B+C+D’)(A’+B+C’+D)(A’+B+C’+D’).(A’+B+C+D). 

(A’+B+C+D’)(A’+B’+C+D)(A’+B’+C+D’)(A+B+C+D)(A+B+C+D’)(A’+B+C+D) 

(A’+B+C+D’)(A+B+C+D)(A+B+C’+D)(A’+B+C+D)(A’+B+C’+D) =

F=(A+B+C+D)(A+B+C+D’)(A+B+C’+D)(A’+B+C+D)(A’+B+C+D’).

.(A’+B+C’+D)(A’+B+C’+D’)(A’+B’+C+D)(A’+B’+C+D’)


Nótese que la primera forma canónica tiene 7 términos, la segunda 9 y que sumados son 16 términos = 24 = 2n , siendo n = 4 el número de variables.

Ejemplo 2.2:


Dada la función de 3 variables F = A’B’ +C , escribir su tabla de verdad y expresarla en sus formas canónicas.

Tabla 2.5: Tabla de verdad


	A
	B
	C
	F
	F’

	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	0


Primera forma: suma de productos.


Completamos los términos de F multiplicando por expre​siones de la forma V+V’ = 1 en las variables faltantes:


F = A’B’(C+C’) + C(A+A’)(B+B’) = 

A’B’C + A’B’C’ + ABC + AB’C + A’BC + A’B’C

eliminando uno de los 2 términos A’B’C y reordenando:

F = A’B’C’ + A’B’C + A’BC + AB’C + ABC

su comparación con la tabla de verdad nos permite enunciar la siguiente ley de conformación:

La primera forma canónica, puede obtenerse sumando los “1’s” de la tabla de verdad y colocando en cada sumando las condiciones de las variables que hacen “1” su producto.


Aplicando los teoremas de De Morgan a esta expresión hallada, se obtiene la 2a. forma canónica para la función complementada. En efecto:


 
      F’
= (A’B’C’ + A’B’C + A’BC + AB’C + ABC)’ =

 


= (A’B’C’)’.(A’B’C)’.(A’BC)’.(AB’C)’.(ABC)’

F’ = (A+B+C)(A+B+C’)(A+B’+C’)(A’+B+C’)(A’+B’+C’)

La segunda forma canónica para la función complementada, puede obtenerse multipli​cando los “0’s” de la tabla de verdad de F’ (son los “1’s” de F) y colocando en cada producto las condiciones de las variables que hacen “0” su suma.

Segunda forma: producto de sumas:


En la expresión inicial F = A’B’ + C aplicamos la propiedad distributiva de la suma respecto al producto: 

F = (A’+C)(B’+C)

y completamos los factores sumando términos de la forma V.V’ = 0  en las variables faltantes:

F = (A’+C+BB’)(B’+C+AA’) = (A’+B+C)(A’+B’+C)(A+B’+C)(A’+B’+C) 

suprimiendo el término duplicado (A’+B’+C) - ya que V.V = V  - queda:

F = (A’+B+C)(A’+B’+C)(A+B’+C)

La segunda forma canónica, puede obtenerse multiplicando los “0’s” de la tabla de verdad y colocando en cada factor las condiciones de las variables que hacen “0” su suma.


Aplicando De Morgan:

F’ = ((A’+B+C)(A’+B’+C)(A+B’+C))’ = (A’+B+C)’ + (A’+B’+C)’ + (A+B’+C)’

 F’ = AB’C’ + ABC’ + A’BC’




que indica:

La primera forma canónica para la función complementada, puede obtenerse sumando los “1’s” de la tabla de verdad de F’ (son los “0’s” de F) y colocando en cada sumando las condiciones de las variables que hacen “1” su producto.

7. ESPECIFICACIÓN MEDIANTE MAXTERMS Y MINTERMS:

Sea la función descripta mediante la tabla de verdad 2.6:

Tabla 2.6

	A
	B
	C
	f
	Nº

	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	2

	0
	1
	1
	1
	3

	1
	0
	0
	0
	4

	1
	0
	1
	0
	5

	1
	1
	0
	1
	6

	1
	1
	1
	1
	7



En la que la columna “Nº”, se generó  asignando a las columnas A, B y C los pesos 4, 2 y 1 respectivamente y coincide con el conteo en binario natural, comen​zando por cero, del número de fila: 




Nº = 4 A + 2 B + C


Leyendo los mintérminos obtendremos: 

f = A’B’C’+A’BC’+A’BC+ABC’+ABC (1a. forma canónica)


y leyendo los maxtérminos:

f = (A+B+C’).(A’+B+C).(A’+B+C’) (2a. forma canónica)      


Podemos indicar abreviadamente que en la expresión de f  aparecen los mintér​minos número 0, 2, 3, 6 y 7 poniendo:  f = m0+m2+m3+m6+m7 o aún más sintética​mente:







o bien que los maxtérminos involucrados son los números 1,4 y 5: f = M1.M4.M5  o:








Si no dispusiéramos de la tabla de verdad, podríamos leer las funciones escritas en forma canónica, tomando las variables con sus pesos (4,2,1) y coeficientes:

· 1 si la variables está en estado normal y 0 si está complementada en los mintérminos

· 0 si está en estado normal y 1 complementada en los maxtérminos. Así: si en la función aparece A’BC, se trata del mintérmino m3 (4x0+2x1+1x1=3); en cambio (A’+B+C) representa al maxtérmino M4 (4x1+2x0+1x0=4).

8. SIMPLIFICACIÓN DE FUNCIONES:

Cualquiera sea la implementación que se efectúe de una función lógica, su costo estará en relación directa (aunque seguramente no lineal) a su complejidad. Suele ser recomendable (aunque cada vez menos enfáticamente, teniendo en cuenta las prestaciones cada vez mayores de los chips que son puestos en el mercado), simplificar – esto es reducir – las funciones, como paso previo a dicha implementación.

La minimización de las expresiones, consiste en la detección y absorción de términos de alguna de las siguientes formas:

 a + a’ = 1
;
a + 1 = 1
;
a . a’ = 0
;
a . 0 = 0

Ejemplo 2.3: 

Sea reducir la expresión de la función 
F = AC + BC + A’C + A’B’

* Sacando factor común C en los términos 1º y 3º:

F = (A+A’)C + BC + A’B’ = 1C + BC + A’B’ = C + BC + A’B’

* Haciendo lo mismo ahora con los 2 primeros términos:

F = C(1+B) + A’B’ = C1 + A’B’ 

F = A’B’ + C

Para sintetizar (construir) la función original se requerían 4 puertas “AND” de 2 entradas y una “OR” de 4 entradas. La implementación de la función una vez reducida, requiere sólo 2 puertas de 2 entradas, una “AND” y otra ‘NOR” (se supone en ambas situaciones que se dispone de las variables y sus complementos, ya que si no habría que agregar en cada caso, 2 inversores).

La simplificación no resulta, en general, tan evidente como en el ejemplo anterior. Se recurre entonces a los métodos sistemáticos analíticos de reducción de Quine/McCluskey y/o a métodos gráficos tales como los diagramas de Veitch o, más frecuentemente, los mapas de Karnaugh en los cuales, merced a la ubicación adecuada de los términos, se resaltan, se evidencian, las absorciones posibles.

8.1 MAPAS DE KARNAUGH 


Son cuadriláteros que representan la tabla de verdad de una función lógica, con las siguientes características:

· Están divididos en tantas casillas como renglones tiene la tabla de verdad de la función a representar, o sea para n variables de entrada, resultan mapas de 2n casillas.

· Cada celda del mapa se corresponde con un renglón de la tabla y contiene el valor de la función para esa combinación de las variables (generalmente suelen colocarse los 1’s y obviarse los 0’s).

· Los términos que difieren en una variable resultan “vecinos” en la tabla. Esta relación de vecindad, se entiende horizontal y/o verticalmente (no diagonal) y se complementa: en el caso de 3 y 4 variables, considerando que el mapa se cierra sobre sí mismo, formando un cilindro horizontal o vertical, tal que se interpretan como “líneas medianeras coincidentes” los límites derecho e izquierdo y el superior con el inferior. En las representaciones de 5 y 6 variables, las vecindades se determinan superponiendo mapas para 4 variables.  No se utilizan, en general, para más de 6 variables.

· Se traza un mapa para cada función de salida.

De acuerdo a estas consideraciones, resultarán mapas de 4 celdas si se opera con 2 variables; de 8 celdas para 3 variables y de 16 celdas para 4 variables. Para  representar funciones de 5 variables se trazan 2 mapas de 4 variables que se consideran superpuestos y para 6 variables, deben construirse 4 mapas en una disposición de 2x2, considerados superpuestos de a 2. Los ejemplos que siguen y la utilización, clarificarán lo enunciado hasta aquí. 

	B

A
	0
	1
	
	
	BC

A
	00
	01
	11    10

	0
	0
	1
	
	
	0
	0
	1
	3
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	3
	
	
	  1
	4
	5
	7
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a) 2 variables AB



b) 3 variables ABC
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	Mapa para E = 0
	
	
	
	Mapa para E = 1
	


c) 4 variables ABCD


d) 5 variables ABCDE

Figura 2.4: Mapas de Karnaugh

Los números colocados en las celdas indican su correspondencia con los renglones de las respectivas tablas de verdad, construidas con las variables encolumnadas en el orden A, B, C, ... etc. (declaración de variables). Esta numeración surge de tener en cuenta el conteo en binario natural como se indicó en el apartado 7.

Cuando se observa en el mapa la vecindad de dos 1's (y haciendo una simplificación por mintérminos que es la más frecuente), quiere decir que es posible absorber la variable en que difieren, ya que admiten un factor común sobre este término (del tipo V+V' = 1) 

8.1.1 Lectura de los mapas


El primer paso consiste en resaltar los elementos a absorber. Para ello, se observan en el mapa los 1's y sus eventuales vecindades. Los que estén aislados (sin vecinos) pasan tal cual a la función final ya que no admiten simplificación.


Los que tengan un solo vecino (2x1), se encircularán juntos y esto  indica que absorben 1 variable. Las vecindades de 2x2 absorben 2 variables; las de 2x4 absorben 3 variables; 4x4 simplifican 4 variables, etc. La idea es realizar los encirculamientos más grandes posibles bajo estas condiciones.


El proceso concluye cuando se han encirculado todos los 1's "al menos una vez". El hecho de que un "1" haya sido incluido en más de un encirculamiento, significa que ese mintérmino fue utilizado más de una vez para hacer reducciones, lo cual es correcto (equivale a haber usado la propiedad de que V + V + ... + V = V).

El paso siguiente, y último, consiste en expresar la función en su forma simplificada, para lo cual se deben leer todos los encirculamientos en términos de las variables lógicas.

Ejemplo 2.4:


Minimizar mediante el mapa de Karnaugh la función dada por la tabla de verdad 2.7:

	
	CD
	
	
	

	AB
	00
	01
	11
	10
	

	
	00
	1
	
	1
	1
	

	
	01
	1
	1
	
	1
	B

	A
	11
	
	1
	
	
	

	
	10
	1
	
	
	1
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


Figura 2.5: Mapa de Karnaugh para F


Tabla 2.7

	A
	B
	C
	D
	F

	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	0
	0

	1
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	0



En el ejemplo no hay 1's aislados. Los términos 3 (0011) y 13 (1101) tienen un solo vecino cada uno, que son respectivamente los mintérminos 2 (0010) y 5 (0101). Esto define los 2 primeros encirculamientos. Luego seguimos con los términos 0100 y 0110 que son vecinos entre sí - considerando la vecindad entre la columna de la derecha y la de la izquierda como si el mapa se cerrara en forma de cilindro vertical - y además con casillas de la fila superior, admitiendo un encirculamiento máximo de 4 elementos y absorbiendo 2 variables. Para terminar nos falta encircular los 1's de las esquinas, que al considerar las vecindades entre la columna de la izquierda y la de la derecha que acabamos de indicar y entre la fila superior y la inferior (cilindro horizontal), nos permite reunirlos juntos en otro encirculamiento de 4 elementos (se absorben también aquí 2 variables).


Finalmente la función simplificada será:

F = A'B'C + BC'D + A'D' + B'D'

evidentemente mucho más compacta que la función expresada en la primera forma canónica: 

F = A'B'C'D'+A'B'CD'+A'B'CD+A'BC'D'+A'BC'D+A'BCD'+AB'C'D'+AB'CD'+ABC'D


Aunque esta lectura de los 1's del mapa de Karnaugh suele ser la más habitual, también es posible leer los 0's, haciendo encirculamientos entre ellos y obteniéndose entonces un resultado tipo segunda forma canónica simplificada. 


Será instructivo verificar como ejercicio que el resultado simplificado como producto de sumas es:

F = (A'+B'+D)(B+C+D')(A'+C'+D')(B'+C'+D')

también más compacto que la segunda forma canónica:

F = (A+B+C+D')(A+B'+C'+D')(A'+B+C+D')(A'+B+C'+D')(A'+B'+C+D)(A'+B'+C'+D)(A'+B'+C'+D')


Nótese que la primer forma canónica tiene 9 mintérminos y quedó simplificada en 4 términos, 2 productos de 3 variables y 2 de 2. La simplificación de la segunda forma llevó la expresión de 7 maxtérminos a 4 factores de 3 variables. La mejora en este caso fue menor, lo cual no siempre es así. En general, conviene considerar ambas formas y elegir la que resulte más simple.

9. LECTURA DE MAPAS Y TABLAS CON VARIABLE INTRODUCIDA


A veces suelen aparecer en la tabla de verdad de una función, una o más variables no explicitadas como variables de referencia. Esto conduce a tablas más compactas, aunque conteniendo, no obstante,  toda la información.


Es importante aprender a leer directamente los mapas con variables introducidas, ya que ello nos evitará la construcción de los mapas con todas las variables explicitadas y consecuentemente de mayor tamaño.

Veremos cómo proceder, a partir de la función definida por la Tabla 2.8.

Es evidente que F es función de A, B, C, P y Q. Podríamos explicitar la función para los distintos valores de P y Q, añadiendo 2 columnas para estas variables y construyendo así una tabla de 32 filas, cuyo contenido de información sería exactamente el mismo que el de la tabla dada. De igual manera, el mapa con variable introducida es de 8 casillas, mientras que si explicitáramos P y Q, deberíamos construir 2 mapas de 16 casillas cada uno. Se demuestra que la solución se obtiene efectuando la suma  de los siguientes ítems:                      

· 1) Lectura del mapa suponiendo nulas todas las casillas con variable introducida (se leen sólo los 1's y los valores no especificados).

· 2) Lectura del mapa habilitando (activando) de a una por vez  las casillas con variable introducida y adecuando las otras en consecuencia, hasta considerar todas estas casillas.

Tabla 2.8

	A
	B
	C
	F

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	P

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	Q'

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1


	
	BC
	
	B

	A
	00
	01
	11
	10

	A
	00
	
	1
	1
	P

	
	01
	
	Q’
	1
	1

	
	
	
	C
	


Figura 2.6: Mapa de F

El mapa de este ejemplo, debe ser leído así: 

F = A'C+AB+BP+Q'C

10. FUNCIONES CON TÉRMINOS INDIFERENTES

Algunas funciones presentan la particularidad de que ciertas combinaciones de sus variables de entrada nunca se pueden presentar, por lo que reciben el nombre (no muy adecuado por cierto) de funciones incompletamente especificadas o, más correctamente, funciones con términos indiferentes o con valores “don’t care” (no importa). 

No tiene sentido entonces hablar del valor de la función para estas combinaciones ya que nunca se van a presentar (o no deberían presentarse). En los mapas y tablas, se les hace una marca distintiva (generalmente una “x”) y pueden considerarse, según convenga para obtener implementación mínima, como “1’s” o “0’s”.

Ejemplo 2.6: 

Minimizar la expresión de la función indicada en el mapa de Karnaugh de la Figura 2.7.


En a) se han marcado los encirculamientos tomando en cuenta sólo los “1’s”, lo cual equivale a suponer “0” los valores no especificados. La expresión mínima para F en estas condiciones será:

F = A’BC + A’B’C’D + ABC’D

	
	CD
	
	C
	

	AB
	00
	01
	11
	10
	

	
	00
	
	1
	
	x
	

	
	01
	x
	x
	1
	1
	B

	A
	11
	
	1
	x
	x
	

	
	10
	
	x
	
	
	

	
	
	
	D
	
	

	
	
	
	
	
	
	


a)

	
	CD
	
	C
	

	AB
	00
	01
	11
	10
	

	
	00
	
	1
	
	x
	

	
	01
	x
	x
	1
	1
	B

	A
	11
	
	1
	x
	x
	

	
	10
	
	x
	
	
	

	
	
	
	D
	
	

	
	
	
	
	
	
	


b)

Figura 2.7: Mapas de Karnaugh con valores “don’t care”


En cambio si utilizáramos los valores no especificados (x) de manera conveniente, podríamos realizar los encirculamientos marcados en b) con lo cual la expresión de F resulta más compacta:

F = A’B + C’D


Lo cual implica haber considerado como “1’s” los valores “no importa” incluidos en los encirculamientos y como “0’s” los restantes, o sea: si se llegaran a dar los valores de las variables prohibidos, los tomados como “0’s” no activan la función F (F = 0) y los tomados como “1’s” sí la activan (F = 1).






















Figura 2.2: Niveles Lógicos





		      = "0" : lógica +


Nivel bajo (L)


		      = "1" : lógica -





		     = "1" : lógica +


Nivel alto (H)


		     = "0" : lógica -
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